
2- б о б

МАТЕМАТИК А Н А Л И ЗГА  КИРИШ

1 -§ . Элементар функциялар

2.1.1. Агар х микдорнинг бирор D  тупламдан олинган хар бир 
кийматига бирор Е тупламдан олинган у  микдорнинг бирдан-бир 
аник киймати мос куйилган булса, у холда у  узгарувчи микдор 
х  узгарувчи микдорнинг функцияси  дейилади.

х  микдор эркли узгарувчи ёки аргумент, у  микдор эса боглик 
узгарувчи ёки функция  дейилади. Функцияни белгилаш учун ушбу 
ёзувлардан фойдаланилади:

y  =  f ( x ). У = У ( Х ) ,  У =  Ч>(х)

ва X- к.
х  узгарувчининг f ( x)  функция маънога эга буладиган кийматла­

ри туплами функциянинг аникланиш соцаси дейилади ва D( f )  
куринишда белгиланади. у —/(.г) функциянинг х =  хо даги кийма­
ти, бунда хо £ D( f ) ,  функциянинг хусусий щймати  дейилади ва уо ёки 
f ( x о) куринишда белгиланади. Шундай килиб,

1/0=.-/(.го) ёки y \ x=x(j =  y 0 .

Функциянинг кабул киладиган кийматлари туплами унинг узгари ш  
соуаси  дейилади ва E( f )  билан белгиланади.

Оху  текисликнинг y  — f ( x)  муносабатни каноатлантирувчи 
М ( х , у )  нукталари туплами у = f ( x )  функциянинг графиги  дейилади.

2.1.2. Агар y  =  f ( x)  функция D( f )  сохани E( f )  сохага узаро бир 
кийматли акслантирса, у холда х  ни у  оркали бир кийматли 
ифодалаш мумкин:

х^.<р(у) .

Хосил булган функция y  — f ( x)  функцияга нисбатан тескари 
функция  дейилади.

y — f ( x)  ва х =  ср(у) функциялар у з а р о  тескари функциялардир.
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х =  ц>(у) тескари функцияни, одатда, х ва у  ларнинг уринларини 
алмаштириш билан стандарт куринишда ёзилади.

у  =  <р(х).

Узаро тескари y  =  f ( x)  ва у  =  ц>(х) функцияларнинг графиклари 
биринчи ва учинчи координата чоракларининг биссектрисасига 
нисбатан симметрик. y  =  f ( x)  функциянинг аникланиш сохаси 
у  =  ф(аг) тескари функциянинг кийматлари сохаси булади.

и =  ф (л:) функциянинг аникланиш сохаси D,  кийматлар сохаси 
V булсин, y  =  f ( u)  функциянинг аникланиш соха си У булиб, узгариш 
сохаси /  булсин, у холда у  — К ф (х))  аникланиш сохаси D  ва узгариш 
сохаси / булган мураккаб функция ёки / ва ф функцияларнинг 
композицияси дейилади.

и узгарувчи оралик, узг ару в чи  дейилади. y  =  f ( x)  куринишидаги 
функция ошкор функция  дейилади. F(x,  у )  =  0 куринишдаги 
тенглама хам, умуман айтганда х  ва у  узгарувчилар орасидаги 
функционал богланишни беради. Бу холда таърифга кура у  уз/’а- 
рувчи х  нинг ошкормас  функцияси булади. М асалан, х 2- \ -у2 =  4 
тенглама у  ни х  нинг ошкормас функцияси сифатида аниклайди. 
Аникланиш сохаси D( f )  координаталар бошига нисбатан симметрик 
булган f ( x)  функция х  нинг хар кандай x £ D ( f )  киймати учун 
f ( — x) = f ( x )  (ёки / ( — х) =  — f ( x ) )  муносабат бажарилса, жуфт (ёки 
ток,) функция дейилади.

Ж уфт функция графиги ординатлар укига нисбатан симметрик, 
ток функция графиги эса координатлар бошига нисбатан симмет- 
рикдир.

Агар Т > 0 узгармас сон мавжуд булиб, хар бир x £ D ( f )  ва 
(х- \-Т) d D( f )  да f ( x - \ - T ) = f ( x )  тенглик бажарилса, } (х)  функция 
даврий функция  дейилади.

Айтилган хоссага эга булган Т ларнинг энг кичиги Г0 функция­
нинг д ав ри  дейилади.

2.1.3. Куйидаги функциялар асосий элементар функциялар  
дейилади;

а) у  =  х а дараж али  функция, бунда а  6R; D( f )  ва £ ( / )  лар а  га 
боглик;

б) у  =  ах курсаткичли функция, бунда а > 0 ва а ф  1; D( f )  = R  ва
£ ( / )  =  ( 0, + о о ) ;

в ) y = \ o g ax  логарифмик функция, бунда а > 0, а ф  1; D( f )  =  (О, 
+  оо) ва E( f )  — R;

г) тригонометрик функциялар:
y  =  sinx, D ( f ) = R  ва £ ( / ) = [ — !, 1]; Т0 =  2щ  
у  =  cosx, D ( f ) = R  ва £ ( / ) = [ _ ! ,  1]; Т0= 2 щ

у  =  tgx, 0 ( / ) ^ { х Ф ^ + я / г ,  k e Z )  ва E ( f ) = R - ,  Т0 =  щ

у  =  ctgx,  0 ( } ) = { х ф я к ,  h e Z )  ва E ( f ) = R - ,  Т0 =  п. 

y  =  secx, 0 ( 1 ) = { х ф ^ + п к ,  k £ Z \  ва

£ ( / )  =  ( - о о ,  — 1]U[1, + о о ) ;  7'0 =  2л.
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y  =  cosecx, D( f )  = { х ф л к ,  k £ Z )  ва 
£ ( / )  =  ( -  oo, — 1]U[1, + 00); 7о =  2л.

д) тескари тригонометрик функциялар:

У =  arcsinx, £ > ( / ) = [ — 1, 1] ва E( f )  =  [ — J,  ] ;

i/ =  arccosx, D ( H = [ — 1 , 1] ва £ ( f ) = [ 0, л]; 

y =  arctgx, D( f )  =  /? ва £ ( / )  =  ( - - J ; y ) ;

y =  arcctgx, D ( f ) = R  ва E( f )  =  (0,  л ) ;

t/ =  arcsecx, D (/) =  ( — «*>, — 1]U[1, + 00) ва £ ( f )  =  [0, y ) u  (f> я  ] 

i/ =  arccosecx, D( f )  =  ( — 00, — 1]U[1, +  00) ва £ ( / )  =  [ — f .  ° ) l l

u ( o , f }

Элементар функция деб асосий элементар функциялардан 
чекли сондаги арифметик амаллар  ёрдамида тузилган мураккаб 
функцияларга айтилади.

1- дарсхона топшириги

1 . Куйидаги функцияларнинг аникланиш сохасини топинг: 

а ) У = ~ г = — \ - б ) y =  a r c s i n ^ = ^ ;
- \ / х 2 - З х + 2  *

в) « /= -— ■-— г-; г) у =  д /2 5 —x 2 + l g s i n x .  
lg(4-JT)

Ж : а) ( — оо, 1)М(2, + о о ) ;  б) [0, 4];
в) ( — 2 , — V3) U ( — лА  л/З) U (л/З, 2 ); г) [ — 5, — л) (J (0, л)

2. Куйидаги функцияларнинг узгариш сохасини топинг:
а) у =  д/16 —х 2; б) j/ =  3cosx— 1; в) у  =  3 ~*‘ .
Ж : а) [0,4]; б) [ - 4 ,  2]; в) (0; 1].
3. Куйидаги функцияларнинг жуфт ёки ток функция эканини 

аникланг:
а) у  =  х 4 sin Зх; б) у  =  х4 — х2-\-х; в) y =  lgcosx.

Ж : а) ток; б) ток х,ам эмас, жуфт х,ам эмас; в) жуфт.
4. Куйидаги функцияларнинг даврларини топинг: 

a) y =  sin5x; б) y =  lgcos2x; в) y =  tg3x +  cos4x.

Ж : а) б) л; в) л.

5. Мураккаб функцияларни асосий элементар функцияларнинг 
композициялари тарзида ифодаланг:

а) у =  д / а г ^ д / З х 2; б) у  =  ln tg  ■
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/-  му стащил uui

1. Функцияларнинг аникланиш cox.'i фини топинг:

а ) y =  lg (3 4j: — 9); б) у =  = = = = =  ;
с2 — 6* +  5

в ) y  =  \ g ( — x 2 — 4x +  5) .
Ж : а) (-1 о о ) ; б )  ( - о о ,  1) U (5, i  х .: в) ( - 5 ,  1).

2. Берилган функцияларга мос келувчи тескари функцияларни 
топинг. Берилган ва топилган тескари функция графикларини 
чизинг:

а) г/ =  х2, агар 0;
— х,  агар х <  1 ,

б ) У =  I 2х  — 2 , агар х >  1 ; 
агар 0;

в ) У . агар х > 0;

г ) У =  д/ l  — * 2, агар х £ [  — 1 , 0];
х, агар х <  1,

д )  у  =  ■ х 2, агар 1 < х <  4,

2х, агар х > 4  .

3. Куйидаги функцияларнинг жуфт ёки токлигини аникланг:

з ,---------- _ 3 ,

а) у =  у 0 —-*)2 +  V (1 + * ) 2 ;
1—х

б) у = 1п Т Т 7 ; _____

в) (/ — In (х +  д / l  + х 2) .

г) у  =  2*-\-2 ~ х .
Ж : а) жуфт; б) ток; в) ток; г) жуфт.

2 - §. Элементар функцияларнинг графиклари

f ( x)  функция графигини чизишда хар хил усуллар кулланила­
ди: нукталар буйича, графиклар билан амаллар бажариш , гра- 
фикларни алмаштириш. f ( x)  функция графигидан фойдаланиб 
содда алмаштиришлар ёрдамида мураккаброк функциялар гр а ­
фикларини хосил килиш мумкин.

а ) y  =  f ( x  — a)  функциянинг графиги y  =  f ( x)  функция графиги­
дан, бу графикни Ох  ук буйлаб а > 0 да унгга, а < 0  булганда эса 
чапга а  бирлик суриш билан хосил килинади.
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б) y  =  f ( x ) -\~b функция графиги y  — f ( x)  функция графигидан, бу 
графикни Оу  ук буйлаб Ь > 0  да юкорига, b < 0  да пастга b бирлик 
суриш билан хосил килинади.

в) y  =  f ( kx)  ( к ф О ,  к ф \ )  функциянинг графиги у  =  f (х)  функция 
графигидан, унинг нукталари ординаталарини саклаган  холда
|/г| < 1  да абсциссаларини — марта чузиш билан, | 6 | > 1  да эса

I * J
абсциссаларини \k\  марта сикиш билан хосил килинади.

г) y  =  m f (х) ( т ф О ,  т ф \ )  функция графиги y  =  f ( x)  функция 
графигидан, унинг нукталари мос абсциссаларини саклаган
халда ординаталарини | m | С  1 да —i — марта кисиш, | т | > 1  да

\т\
эса \ т\  марта чузиш оркали хосил килинади.

Д) y  — f ( ~ x ) Функция графиги y  =  f ( x ) функция графигидан, бу 
графикни Оу  укка нисбатан симметрик акслантириш ёрдамида 
хосил килинади.

е ) y = — f ( x)  функция графиги y  =  f ( x)  функция графигидан, бу 
графикни Ох  укка нисбатан симметрик акслантириш ёрдамида 
хосил килинади.

ж) y = \ f ( x ) \  функция графиги Ох укнинг / ( * ) > 0  буладиган 
кисмларида y  =  f ( x)  функция графиги билан бир хил булади. Ох 
укнинг f ( x ) < . О буладиган кисмида бу графикни y  =  f ( x)  функция 
графигини Ох укка нисбатан симметрик акслантириш ёрдамида 
хосил килинади.

М и с о л .  у  =  — 2sin (2х +  2)  функциянинг графигини £/ =  sinx 
функция графигидан фойдаланиб чизинг.

Е ч и ш .  y =  sinjj функция граф игидан  ф ойдаланиб , 
у =  — 2s in (2jc +  2 ) функция графигини чизиш куйидаги шакл 
алмаштиришлар оркали амалга оширилади:;

У\ =  ъ\п2х\, i / 2 = — 2sin2*2, 
г /=  — 2sin2 ( * +  1) =  — 2sin {2х - \ - 2 ) .

Геометрик нуктаи назардан бу 15- шаклдаги ясашларга олиб 
келади.

1. 0 < д г <  2л ораликда y  =  s\nx  синусоидани чизамиз.
2. Синусоидада бир нечта нукта белгилаймиз ва ординаталари­

ни узгартирмай, абсциссаларини икки марта камайтирамиз:
х { =  -^х, у \ = у -  Хосил булган нукталарни силлик чизик билан

бирлаштириб, yi =  sin2xi функциянинг графигини чизамиз.
3. Хосил булган графикдаги нукталар абсциссаларини узгар­

тирмай, ординаталарини 2 марта орттирамиз ва уларнинг ишорала- 
рини алмаштирамиз: у 2= — 2t/i, Х2 =  х\. Хосил булган нукта­
ларни силлик чизик билан бирлаштириб, у %=  — 2s i ru 2 функция­
нинг графигини чизамиз.

4. Охирги графикни абсциссалар уки буйича ( — 1 ) га кучирамиз: 
Х = Х 2 — 1 , у  =  уг- Хосил килинган нукталарни силлик чизик билан 
бирлаштириб, у = — 2s in (2.c +  2 ) функция графигини чизамиз 
(15- шакл).
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2 - дарсхона топшириги 

Функциялар графикларини чизинг:
1 . «/ =  2sin (2х -  . 5. у = _ д М _ 4х +  4.
2. j/= -ctgU+ H - R ’ |х|
3. t / = l + l g ( *  +  2). 6- « /=  Т ^ "  ,
4. i/ =  log2| 1 — jc| .  у — I JC 7 jc—)- 1 2 1.

2 - мустащл иш 

Функциялар графикларини чизинг:

1. у =  | Зх +  4 — х \ . 4. г/=  2сos
2 . y = | l o g 2(2* - l ) | .  5 2
3. «/ = 2 (*- l)j\  jj; J Z ? "  2

* — л
3

3 -§ . Икки функция йигиндиси, айирмаси, 
купайтмаси ва булинмасининг графиклари

Асосий элементар функциялар хоссаларидан фойдаланиб, 
уларнинг графикларини билган холда, катта хисоблаш ишларини 
баж армай  туриб, бошка функцияларнинг мураккаб графикларини 
чизишни графикларнинг комбинациясига (йигиндиси, айирмаси, 
купайтмаси ва булинмасига) келтириш мумкин.

2.3.1. Шундай холлар буладики, y  =  f ( x ) функция графигини 
графиклари осонгина чизиладиган у\  = / 1 (х) ва y 2 — f2(x) функциялар 
йигиндиси шаклида ифодалаш мумкин булади. Унда y  =  f (x)  
функция графигини чизиш мос ординаталарни геометрик кушишга 
келтирилади: у = у \  + у 2-
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16- шакл

Шуни таъкидлаймизки, икки функция айирмасини икки функ 
циянинг тегишли иигиндисига келтириш мумкин.

y = f  1 (х) - / 2(х) = / ,  (х) -+ ( - / 2(х ) ).

1- м и с о л. Ушбу
y =  x +  sinx

функция графигини чизинг.
Е ч и ш .  у  1 =  jc ва t/2 =  sinx деб олиб, битта чизманинг узида 

кушилувчи функциялар графикларини чизамиз (пунктир чизик­
лар).

Шу функциялар графикларини кесадиган бир катор вертикал 
тугри чизиклар утказамиз. Шундан кейин бу графикларнинг мос 
ординаталарини геометрик кушиб, изланаётган графикнинг бир 
катор нукталарини топамиз, бу нукталарни узлуксиз эгри чизик 
билан бирлаштириб, изланаётган графикни ясаймиз (16-ш аклдаги  
туташ чизик). Хосил булган график, такрибий булади.

2.3.2. Ординаталарни геометрик купайтириш анча. кийин. Аммо, 
шунга карамай, агар yi  =  fi (х) ва г/2 =  Ы * )  функциялар графиклари­
ни олдиндан ясаб олинса, икки функциянинг y  =  fi ( х ) -Ы * )  
купайтмасини тах,лил килиш купинча осонлашади. Тахлил килишда 
у  1 ва г/2 функциялар 0, 1 ва — 1 га тенг буладиган нукталар- 
га алохида эътибор бериш керак.

2- м и с ол .  (/ =  *• sinx функция графигини чизинг.
Е ч и ш .  Берилган функция иккита ток функциянинг купайтмаси 

сифатида жуфт функция булишини пайкаймиз ва шу сабабли 
тахлилни х ^ О  лар учун утказамиз. у \ = х  ва #2 =  sinx графикларни 
(пунктир чизиклар) битта чизмада чизамиз ( 1 7 -шакл).
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17- шакл

y2 =  s in x = 0  буладиган нукталарда у = у \  • г/2 =  0 га эга буламиз. 
y 2 =  s m x =  1 буладиган нукталарда у  =  у \ - У 2 =  х  га эга буламиз.
(/2 =  s i r u =  — 1 буладиган нукталарда у  =  у \ -г/2=  — У\ =  — х 

( у з = —jc функция графигини чизамиз).
Бир катор шундай нукталарни белгилаб ва оралик нукталар 

учун \у\  =  | Arsinjc| <  |jc| эканини хисобга олиб, лар  учун
изланаётган графикка (туташ чизик) эга буламиз. х < 0  да 
берилган функция жуфт функция булгани учун график Оу  
укка нисбатан симметрик акслантириш билан хосил килинади 
(17- шакл).

2.3.3. Икки функциянинг купайтмаси хакида айтилган муло- 
хазаларнинг хаммаси икки функциянинг

М*)
У ~  f2W

булинмаси учун хам бир хилда тегишлидир.
Битта чизманинг узида y\ =  f \ (x)  ва y 2 =  f i (x)  функциялар

графикларини чизиб, уларни тахлил килиш йули билан у  =  —

булинма х  га боглик холда кандай узгаришини текширамиз ва шу 
йул билан изланаётган графикнинг умумий куринишига эга 
буламиз. Тахлил килишда асосий эътиборни у\  ва у 2 функциялар 
кийматлари 0, 1 ва — 1 га тенг буладиган нукталарга, улар узаро 
тенг буладиган ёки ишоралари билан ф ар к  киладиган нукта­
ларга каратиш керак.
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3- м и с о л. у = - —^—  функция графигини чизинг. 
хг— 1

Е ч и ш .  Функция ток, шу сабабли х ^ О  лар учунгина тах,лил 
киламиз.

у \ = х  ва у 2 =  х 2— 1 деб олиб, бу функцияларнинг х ^ О  даги 
графикларини (пунктир чизик,) чизамиз.

Э с л а т м а :  а) х =  0 да у\  = 0 ,  шу сабабли, — = 0  ;
У 2

УIб) бирор х =  а  да у \ = у 2 булиб, у = — = 1  булиши равшан;
У2

в) бирор х =  Ь да yi =  — y 2 булиб, у = ^ - =  — 1 булиши рав-
У 2

шан;
г) х =  \ да г/2 =  0 , у\ =  \ ,  шу сабабли х =  \ тугри чизик вертикал 

асимптотадир.
д) х->-оо да у -*-0 мусбатлигича колади, яъни абсциссалар  

уки горизонтал асимптота булишини курамиз. Бу фикрларнинг 
хаммасини бирлаштириб графикнинг умумий куринишига (туташ 
чизик) эга буламиз.

у = —̂ ~—  функциянинг ток эканлиги туфайли х < 0  да график 
дг — 1

координаталар бошига нисбатан симметрик акслантиришдан 
иборат булади ( 1 8 - шакл).

3- дарсхона топшириги 

Функциялар графикларини чизинг:

1. у = х 3 +  2х2. 4. у  =  х3cosx.
2 у  — 2х +  sinx. 5 smj _
3. i/ =  sin2x +  2cosx. " 1+*2
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